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Chapitre 2

Permutations d’un ensemble
fini, groupe symétrique.
Applications

Pré-requis

Composition de deux applications.
Définition d’une bijection.

Notions sur les groupes.

Relation d’équivalence sur un ensemble.

Division euclidienne.

AR AN ol O A

Isométries du plan.

2.1 Permutations d’un ensemble fini

Définition 16. Soit n € N*. On appelle permutation de [1;n] toute bijection de
[1;n] dans [1;n]. L’ensemble des permutations de [1;n] est noté &,,.

Remarque. Notation matricielle d’'une permutation o :
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Proposition 17. Soit n € N*.

1. (8,,0) est un groupe d’ordre n!.

2. (6,,0) est abélien si, et seulement si, n < 2.

Démonstration. 1. (S, o) est clairement un groupe. Soit o € (&,,, 0). Définir ¢ revient
a définir o(7) pour tout i € [1;n]. Pour ¢(1) nous avons n choix possibles, pour o(2),
nous avons alors n—1 choix possibles, pour ¢(3), nous avons alors n—2 choix possibles,
etc. D’ott n! maniéres différentes de définir o. Ainsi |&,,| = nl.

2. (61 = {id}, o) est clairement abélien. On vérifie aisément que (&3, 0) est abélien.

1 2 3 1 2 3 1 2 3
En revanche, o =
3 1 2 1 3 2 3 21
1 2 3 1 2 3 1 2 3
et o =
1 3 2 3 1 2 2 1 3

Donc (&3, 0) n’est pas abélien. Pour démontrer que, pour tout n > 3, (&,,,0) n’est pas
abélien il suffit de considérer les deux permutations o et o' telles que
oc(1)=1,0(2)=3,003)=2,0'(1) =3, 0'(2) =1, 0/(3) = 2 et pour tout i € [4;n],
o(i) = o' (i) =i, lorsque n > 4. O

Définition 18. Soit n € N*. Soit ¢ € (G, 0).
— On appelle support de o ensemble des entiers k € [1;n] tels que o (k) # k.
On note supp(o) = {k € [1;n], o(k) # k}.
— On appelle point fixe de o tout élément k € [1;n] tel que o(k) = k.
On note fix(o) = {k € [1;n], o(k) = k}.

Remarque. Yo € (6,,0), [1;n] = fix(c) | |supp(o).

Proposition 19. Soit n € N*. Soit 0 € (6,,,0). La relation binaire R définie sur
[1;n] par :

(aRy) <= (FkeZ, y= O’k(.%'))

est une relation d’équivalence. La classe d’équivalence de x est appelée la o-orbite
de x. Elle est notée orb,y(x). On a donc orby(z) = {o"(x), k € Z}.

Démonstration. - Réflexivité : xRz car z = o°(z) = id(x).
- Symétrie : xRy. Donc il existe k € Z, tel que y = 0¥ (x).
Dot : z = (0%)71(y) = o F(y)Ainsi, yRaz.

- Transitivité : xRy et yRz. Donc il existe k, k' € Z, tels que y = o*(z) et z = o¥ (y).
Ainsi, z = (0¥ o o®)(x) = o**¥ (2) et 2Rz O
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1 2 3 45
Exemple. Pour o = € G5,0na:
5 1 3 4 2
orb g (4) = {4}
OI'b<U>(3 = {3}

)=
orb(s) (1) = orb,y(2) = orb(y(5) = {1;2;5}

Définition 20. Soit n un entier naturel tel que n > 2. On dit qu’une permutation
o € (6,,0) est un cycle lorsqu’il existe une unique o-orbite non réduite a un point.
Autrement dit, o € (&, 0) est un cycle lorsqu’il existe un entier naturel p tel que

p>=2, a1,...,a, € [1;n] deux a deux distincts tels que :

Vk e {177p_ 1}7 U(ak) = Qk+1
o(ap) =

Vo & {ai,...,ap}, o(x) =2

L’entier p est alors appelé la longueur du cycle o. On la note (o).

o est alors appelé un p-cycle et est noté o = (a1, as, ..., ap). Un cycle de longueur

2 est appelé une transposition.

1 2 3 4 5
Exemples. 0 = € G5 est un 5-cycle car elle nadmet qu’une
4 3 1 5 2
seule o-orbite non réduite & un point. On écrit o = (1, 4, 5, 2, 3).
1 2 3 4 5
o = € G5 n’est pas un cycle car elle admet deux orbites non
4 3 2 5 1

réduites a un point. En effet, orb(y (1) = {1;4;5} et orb()(2) = {2;3}.

Remarque. On a :
supp(as, ag, ..., ap) = {a1,az,...,ap}.
fix(a1, az,. .., ap) = [L1;n] \{a1,az,...,ap}.

Proposition 21. Soient n, p € N tels que 2 < p < n. Soit ¢ := (a1, az, ..., ap) un
p-cycle de (&, 0).
1.Voe&,,00coo ! =(o(a1), o(az),..., o(a,)).

2. Vx € supp(c), supp(c) = {c*(z), k € Z}.
3. L’ordre de ¢ dans (&,,0) vaut l(c).
4. Yz €supp (c), ¢ = (z, c(z), A(2),..., ().
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Démonstration. 1. On a :

z € fix(cocoo™ )

(cocoo H(z) =2

(coo ) (@) =071 (x)

o (z) = fix(c)

x € (ofix(c))

z € fix ((o(a1), o(az),..., olap)))

K A

et :

z €supp(cocoo )

(cocoo ™ V) (z) #x

(coo ) (w) £ 0 (2)

o~ (x) € supp(c)

z € o (supp(c))

z € supp ((0(a1), o(az), ..., o(ap)))

L R

2. Soit z € supp(c). Alors il existe i € [1;p — 1] tel que z = ¢(a1). Démontrons que
supp(c) = {c¥(x), k € Z}.

C : Soit y € supp(c). Alors il existe j € [0;p — 1] tel que y = ¢/ (ay).

Doty =c (¢c7(z)) =7 (z). Or j —i € Z. D’'on y € {c*(z), k € Z}.

D : Soit y € {ck(x), k € Z}. Alors il existe k € Z tel que y = c¥(x).

Dot y = c* (¢/(a1)) = " (a1) et par conséquent y € supp(c).

3. Vi € [1;p], ¢®(a;) = a;. Donc ¢'® = id. Donc l'ordre de ¢ divise I(c) et lui est
donc inférieur. Soit k € [1;p — 1], ¢*(ay) = apy1 # a1 donc ¥ # id. Donc I(c) est
inférieur ou égal a l'ordre de c. D’ou 1’égalité.

4. C’est une conséquence immédiate de 2. et 3. O

Proposition 22. Soit n un entier naturel tel que n > 2. Deux cycles de (S, 0)
dont les supports sont disjoints commutent.

Démonstration. Soient ¢ et ¢’ deux cycles de &,, dont les supports sont disjoints.
Soit z € [1;n].
Si x ¢ supp(c) Usupp(c’), alors on a :

(cod)(x) =c(d(x)) = c(z) =2 = (z) = ¢ (c(z)) = (¢ 0 ) (2)
Six € supp(c) et x ¢ supp(c’), alors d’apreés la proposition 21, ¢(z) ¢ supp(c’). D’ou :

(¢ oc)(x) = (c(x)) = c(x) = c(d(z)) = (co)(2)

De méme si « ¢ supp(c) et « € supp(c’). O
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2.2 Décomposition d’'une permutation

Théoréme 23. (Décomposition d’une permutation) Soit n un entier naturel tel que
n > 2. Toute permutation de (&,,0) se décompose de maniére unique (& l'ordre
des facteurs prés) en un produit de cycles a supports deuz & deux disjoints.

Démonstration. 1. Existence : Soit o € &,,. L’ensemble [1;n] étant fini, il existe un

nombre fini r, avec r € [1;n], de o-orbite(s). Soient Oq,..., O, ces orbites. On a :
i=r iz € O;
[1;n] = | O;. Pour tout i € [1;7], définissons ¢; par ¢;(z) = o (@) S? “ L
i=1 x siz ¢ O;

Siz ¢ Oy, orbc,y(x) = {x}.

Siz € Oy, alors ¢;(x) = o(z) et donc orby.,)(x) = orb sy (x) = O;. Ainsi, il y a au plus
une ¢;-orbite non réduite & un point et par conséquent, c¢; est un cycle ou l'identité.
Posons alors s :=c¢; ocy 0...0¢, et démontrons que s = o :

Soit « € [1;n]. Alors il existe un unique i € [1;7] tel que z € O;. On a donc :

Vje[l;n]telquej # i, ¢j(x) =
ci(z) = o(x).
Vj € [1;n] telque j # i, ¢; (o(x)) = o(z) car o(x) € O;

D’ou s(z) = o(x).

2. Unicité : Soient dy,..., ds des cycles & supports deux & deux disjoints tels que
o =djodyo...ody. Soit x € [1;n]. Il existe un unique j € [1;¢] tel que x € supp(d;).
Comme les supports de di, ..., d; sont deux a deux disjoints, seul d; a un effet sur
z. Dot o(z) = d;(z) et, par récurrence, pour tout k € Z, of(x) = df(x) Alnsi,
orb(gy (x) = orb(g,)(x) = supp(d;). Par conséquent, supp(dy),..., supp(d,) sont les
o-orbites. On en déduit que r = ¢ et que, pour tout i € [1;¢], supp(d;) = O;. Donc
pour tout ¢ € [1;4], d; = ¢;. D’ou l'unicité. O

) 1 2 3 45 6 7 .
Exemple. Soit o0 = € &7. Décomposons ¢ en produit

4 3 1 7 6 5 2
de cycles & supports disjoints. On a : orb(sy (1) = {1;4;7;2;3} et orb,)(5) = {5;6}
dotu:o=(1,4,7,2,3)0(5,6).

Remarque. Cette décomposition permet de calculer 0294

En effet, 02924 = (1, 4, 7, 2, 3)?924 0 (56)2024 = (1, 3, 2, 7, 4) d’aprés les propositions
21 et 22.

Corollaire 24. Soit n un entier naturel tel que n > 2. (&,,0) est engendré par
les transpositions.
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Démonstration. D’aprés le théoréme 23, il suffit de démontrer que tout cycle se dé-
compose en un produit de transposition(s). Soit ¢ := (a1, as, ..., ap) un p-cycle de
S,,. On a alors :

c= (a1, az,..., ap) = (a1, az) o (az, az) o...o (ap_1, ap)

En effet, on vérifie aisément que :

Vi€ [1;p—1], (a1, a2) o (az, az) o (ap 1, ap)(ai) = a1 = c(a;)
(a1, az) o (az, ag)o...o (ap-1, ap)( ) = c(ap)
Va ¢ supp(c), (a1, az) o(az, az)o...o (ap 1, ap)(7) = & = c(x)

(1,2,3)=(1,2)0(2,3)=(1,2)0(1,2)0(1,2)0(2,3) = (1, 3) o (1, 2)

) 1 2 3 45 6 7
Exemple. Soit 0 = € G~. Nous avons vu que :

43176 5 2
o=(1,4,7,2,3)0(5 6). Dot o = (1,4) 0 (4, 7) 0 (7,2) 0 (2, 3) o (5, 6).

Corollaire 25. (Systémes de générateurs de &,,) Soit n un entier naturel tel que
n>2. (6,,0) est engendré par :

1.{(i, 4), 1 Si<is n}.
{(z i+1),1<i<n—1}.

1), 2 < <n}-

Démonstration. 1. Découle directement du corollaire 24 et en remarquant que
(i, J) = (J, 0).

2. Soient i,j € [l;n] tels que 1 < i < j < n. On vérifie aisément que
(1, 7) = (i, i+1)o(i+1, i+2)o...0(j—2, j—1)o(j—1, j)o(j—2, j—1)o...0(i, i+1).
Le point 1. permet alors de conclure.

3. Soient 4,5 € [L;n] tels que 1 < i < j < n. On vérifie aisément que
(¢, j) = (1,4) o (1, j) o (1, 7). Le point 1. permet alors de conclure. O

2.3 Signature

Définition 26. Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Soit o € (&, 0). On appelle
inversion de o tout couple (i, j) € [1;n]? tel que i < j et (i) > o(j ) On note I(0)
le nombre d’inversions de o. On appelle signature de ¢ le nombre noté (o) tel que
e(0) = (~1)').
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2
Exemple. Soit ¢ = € G5 o(l) > a(2), (1) > o(3),
2

1 3 4
o(1) > o(4), o(1) > o(5), 0(2) > 0(3). o compte 5 inversions. Sa signature est
donc g(0) = (—1)° = —1.

Théoréme 27. Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Alors :
1. Yoe6,,e(0)= ]I M
1<i<j<n I
2. L’application ¢ : (&,,0) = ({—1;1}, x) définie par (o) = (—=1)(?) est un
morphisme de groupes. Il est le seul non trivial.

Démonstration. 1. o étant une permutation de [1;n], on a naturellement, pour tous

i,jeLin]tlsquel <i<ji<mn, J] loG)—0c@G) =TI |i—j| Dou
1<i<jgsn 1<i<j<n

o(i)—o(j)
L1 (]
1<i<j<n

‘ = 1. De plus, le nombre de paires {i;j} telles que 1 < i < j<n

t %‘;U) < 0est égal & I(c). Donc ] %}7(3) est du méme signe que £(0).
1<i<j<n
D’ou le résultat.

2. Soient 0,0’ € &,,. On a :

T | CELET
_ o(0’)(j) — a(a’)(i) o'(j) — o' (i)
- U =o=a <1 ==
_ o(j') —a(i’) o'(j) —o'(4)
- 1@11/@ i 1<E<n joi
= ¢(o) xe(o’)
Soit ¢ :(S,,0) = ({—1;+41}, x) un morphisme de groupes. Soient i, j € [1;n]
tels que 1 < ¢ < j < n. D’aprés le corollaire 25, (4, j) = (1,14) o (1, j) o (1, %).
Donc ¢((i, j)) = (1, 7)) x ©((1,4))? = ©((1, j)). De méme, on démontre que
e((i, 7)) = @((1, 7). D'on ©((i, j)) = @((1, i) = ¢((1, j))-.

Sip((1, 7)) = ¢((1, j)) = 1, alors ¢((Z, 7)) = 1 et ® est le morphisme trivial. Sinon,
o((i, 1)) = (1, 4)) = <p((17 j)) = —1 et alors ¢ et e coincident sur les transpositions
de &,, et par conséquent sur &,, tout entier d’aprés le corollaire 24. O

Remarque. Si o est une transposition, alors e(c) = —1. Si ¢ est un cycle, alors
(o) = (~1)),

1 2 3 4 5 6
Exemple. Soit 0 = €66.0Onaoc=(1,5,6,3,2,4). Dou
5 4 2 1 6 3

(o) = (~1)° = —1.
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Définition 28. Soit n un entier supérieur ou égal & 2. On appelle groupe alterné
d’ordre n le sous-ensemble de &,, noté 2, des permutations de signature 1.

Théoréme 29. Soit n un entier supérieur ou égal a 2.

o) est un sous-groupe de (&,,0) d’ordre %‘

A,
A,

1. (
2. (

o) est engendré par les 3-cycles.

Démonstration. 1. 2, = ker(e) donc (2,,0) est un sous-groupe de (&,,0). Soit T
une transposition quelconque de &,,. L’application ¥ : 2, — &,, \ 2, définie par
U(o) = 7 o0 est une bijection. Donc |2,,| =&, \ A, |. D’ou :

G, n!

an: = —
Al === = 3

2. Soit o € 2A,. Par définition de (2A,,0), o se décompose en un nombre pair de
transpositions. Or tout produit de deux transpositions est égal a un 3-cycle :

(a,b)o(b,c) = (a,b,c)
(a;b)o(a,c) = (a,c,b)
(a,b)o(c,d) = (a,b,c)o(b,c, d)
D’ou le résultat. O

2.4 Applications

2.4.1 Théoréme de Cayley

Lemme 30. Soit n € N*. Soit E un ensemble de cardinal n. Le groupe (&(E),0)
des bijections de E dans E est isomorphe a (&,,,0).

Démonstration. E et [1;n] étant équipotents, il existe une bijection f : E — [1;n].
Soit ¥ : (&(E),0) — (&,,0) l'application définie par ¥(s) = fooo f1. W est
évidemment bien définie. ¥ est bijective en tant que composée de bijections. Prouvons
que ¥ est un morphisme de groupes. Soient o1, 09 € &(E), on a :

U(o1003) = fo(oroos)of™

fo(oro(f~tof)oas)of
(foorof HNo(fooaof™)
= Y(o1) o ¥(o2)



